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Рассматривается регулярная прецессия электрически заряженного гиростата, несущего систему постоянных магнитов, в комбинированном силовом поле. Это поле является суперпозицией силовых полей: однородного гравитационного и постоянного внешнего магнитного поля, а также поля сил Лоренца. Прецессионное движение происходит как вокруг вертикали, так и относительно невертикальной оси; последнее движение известно как регулярное прецессирование по Гриоли. Установлена область реализации прецессии, условия ее устойчивости и неустойчивости, а также некоторые характерные свойства этого движения.

Введение

Гиростат, движущийся относительно неподвижного полюса, содержит систему жестко скрепленных с носителем постоянных магнитов (магнитных демпферов [1]) и область, заполненную одноименными (для определенности – положительными) электрическими зарядами, статически распределенными по внешней поверхности носителя [2]. Гиростат движется в суперпозиции силовых полей: однородного гравитационного и постоянного внешнего магнитного поля, а также поля сил Лоренца. Последнее поле обусловлено механическим переносом системы зарядов статического электричества во внешнем магнитном поле. Эта суперпозиция полей далее называется комбинированным силовым полем (КСП).

Основные предпосылки к постановке задачи и принятые здесь обозначения приведены в работах [3, 4].

1. Условия существования регулярной прецессии
Согласно принятым предпосылкам [3, 4] движение гиростата вокруг неподвижного полюса O в КСП характеризуется динамической системой (ДС) [4]
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где в углах Эйлера
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Система уравнений (1), представленная в осях главного в полюсе О координатного ортобазиса, обладает основными первыми интегралами. К ним относятся: обобщенный интеграл энергии (интеграл Якоби), аналог интеграла проекции кинетического момента гиростата на вертикаль и геометрический интеграл [3].

Из множества возможных состояний гиростата, определенных ДС (1), выделим движение, подчиненное условиям
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где (θ0, Ω, ω) ≠ 0 – постоянные. Кинематические условия (3) соответствуют регулярной прецессии (РП) с данными параметрами. Это состояние является частным случаем движения гиростата, существующим при линейной ω ‑ s зависимости (см. [4], равенства(49)).

Из уравнений ДС (1) в силу соотношений (2), (3) и кинематических уравнений Эйлера следует система тождественных равенств, удовлетворяющихся при условиях
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а также ограничение
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Здесь обозначено s=cos θ0; в общем случае полагаем s≠0 (θ0≠π/2). Условия (4), (5) имеют место только для невырожденного случая движения.

Согласно условиям (4) гиростат имеет ось электро-кинетической симметрии, совпадающую с его главной в полюсе О осью инерции, а гиростатический момент и обобщенный барицентрический вектор коллинеарны этой оси. Ограничения (4), (5) составляют необходимое условие существования РП (3) относительно вертикали и соответствуют обобщенному гиростатическому аналогу (ГА) случая Лагранжа для КСП [4].

Таким образом, в КСП РП существует лишь при наличии осевой структурно-динамической симметрии гиростата и силового поля.

2. Области реализации регулярной прецессии

Обозначим
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Тогда соотношение (5) представляется в виде
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Если
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то РП может быть реализована со скоростями
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Здесь Ωp – характерная скорость РП, величина которой является корнем уравнения ∂F/∂Ω=0, где F определяется равенством (6).

Таким образом, соотношения (7) выражают условия реализации РП (3) в общем случае.

Согласно первому равенству (8) при D>0 имеют место два режима РП, скорости которых Ω=Ω1 и Ω=Ω2>Ω1 реально существуют при 
[image: image25.wmf]2
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>H-1N. Они соответствуют "медленной" и "быстрой" прецессиям. Если HN<0, то Ω1Ω2<0  и прецессии совершаются со скоростями Ω1, Ω2 в противоположных направлениях ("прямая" и "обратная" РП). При D=0 скорость РП единственна, Ω=Ωp.

Если, в отличие от условия (7), H=0, то, согласно уравнению (6), скорость РП при Q≠0 также единственна
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причем здесь ω≠ω*, где критическое значение ω=ω* есть
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Соотношение (9) имеет место либо при Aj=A (
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), либо при θ0=π/2, а условие Q≠0 при B≠B3 реализуется для значений 
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В силу второго ограничения (7) (знак равенства отбрасываем) имеем
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где
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При 
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, в соответствии с условием (10), значения параметра ω принадлежат области U1. Если δ1>0, то 
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. Таким образом, в режиме РП с условием D>0 множества значений параметра ω определяются интервалами
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Здесь β2>β1 – действительные корни уравнения Φ=0 (10), существующие при условии
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При этом для множества U3 имеем β=β1=β2.

В режиме, при котором D=0, δ1≥0 , данное полное множество содержит только два значения, ω=β1, ω= β2; при δ1<0 РП не существует.

Система уравнений (1) обладает обобщенным аналогом первого интеграла проекции кинетического момента гиростата на вертикаль [3, 4]. Из выражения этого интеграла при условиях (4) для фиксированных значений ω получаем



[image: image40.wmf][

]

)

(

2

)

(

)

(

Hs

A

s

P

s

+

=

W

,
(11)

где
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Пусть β3< β4 – действительные корни полинома P(s), существующие при условии δ2=G2+n3C>0. Так как величина A+Hs для 
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 знакоположительна, то, согласно соотношению (11), смена знака скорости Ω (т.е. изменение направления прецессирования) происходит в точках s=β3, s=β4 интервала l. При δ2<0 функция Ω(s) для 
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 знакопостоянна (направление прецессирования не изменяется). Если B=B3≠0 (n3=0), то границей знакопостоянности функции Ω(s) для
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 при ω≠‑k3/A3 является точка s=s*=C/(2G).

Области реализации РП гиростата при знакопостоянной величине скорости Ω представлены: для n3≠0 (табл. 1), для n3=0 (табл. 2); при этом всюду
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Таблица 1

	
	Ω>0
	Ω<0

	n3>0
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	n3<0
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Таблица 2

	
	Ω>0
	Ω<0

	G>0
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3. Достаточное условие устойчивости прецессии

Первые основные интегралы ДС (1), полученные ранее [3], при условиях (4) принимают вид
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(12)
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Дополнительный первый интеграл данной системы, существующий при тех же условиях, есть [4]
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Составим линейную связку интегралов (12)
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где λ – множитель Лагранжа с размерностью угловой скорости.

Обозначим
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В силу выражений (12)-(15) имеем
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где n1, n2 - постоянные, подлежащие определению.

Из условий стационарности функции V (16) по всем переменным
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для движения гиростата в режиме (3) имеем
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где n2≠0, |n1|≤|n2|. Согласно условиям (6), (17) находим
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В силу условия n2≠0 при J=(A-A3)(B-B3)≠0 из выражения (18) имеем
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где Ω* – некоторая критическая (по отношению к изменению характера устойчивости РП) скорость прецессии.

Получим оценку устойчивости состояния гиростата (3). Принимая это состояние за невозмущенное, положим в возмущенном движении s3=s+q, сохраняя в силу равенства (17) для остальных переменных прежние обозначения. Представим выражение (16) в вариациях
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где величина |q| достаточно мала.

Квадратичная форма (20) положительно определена при условии n2>0, что, согласно равенству (18), равносильно ограничению
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В силу известной теоремы А.М. Ляпунова об устойчивости при выполнении условия (21) РП гиростата с осевой электро-кинетической симметрией устойчива по отношению к переменным p1, p2, s3. Отсюда, согласно интегралам V1, V3 (12), V4 (13) и соотношениям (15), заключаем, что прецессия гиростата при данных условиях устойчива и по отношению к величинам 
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Таким образом, ограничение (21) выражает достаточное условие устойчивости РП (3) по указанным переменным. Следует отметить, что формы представления соотношений (18), (21), полученные в силу уравнений ДС (1), не являются единственными.

4. Области устойчивости прецессии

Из условия (21) при J≠0 получаем следующие варианты.

При Ω>0 имеем либо Ω>Ω*, A>A3, либо Ω<Ω*, A<A3, B<B3.

При Ω<0 получаем Ω<Ω*, A>A3, или Ω>Ω*, A<A3, B>B3.

Здесь величина Ω=Ω*, определяемая равенством (19), является пороговым (критическим) значением скорости прецессии, при переходе через которое изменяется характер устойчивости РП.

Области устойчивости прецессии гиростата представлены в табл. 3.

Таблица 3

	
	Ω>0
	Ω<0

	A>A3
	Ω>Ω*
	Ω<Ω*

	A<A3
	Ω<Ω*, B<B3
	Ω>Ω*, B>B3


К некоторым оценкам приводит сопоставление данных из таблиц 1, 3. В частности, выбирая случай, при котором Ω>0, A>A3, B>B3, s>0, в силу равенства (8) (в котором выбирается верхний знак) получаем
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Данное соотношение является ограничением, наложенным на выбор значений одного из параметров ω, k3.

5. Необходимые условия устойчивости в разделенных движениях
Применяя принцип разделения движений в кинетически сложном движении, можно получить необходимое условие устойчивости по одной из переменных, характеризующих движение гиростата в невырожденных случаях.

5.1. Устойчивость по углу θ

Представим динамические уравнения системы (1) при условиях (4) в углах Эйлера и выделим из множества движений, определяемых этой ДС, движения по переменной θ. Принимая движение (3) за невозмущенное и полагая в возмущенном двиежении θ=θ0+q, где q – малое возмущение, произведем линеаризацию в малой окрестности значения θ=θ0. В линейном по q приближении примем cos θ~s-rq, sin θ~r+sq (r=sinθ0≠0) . Тогда в возмущенном движении в силу последнего условия (17) в линейном приближении получаем
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Согласно уравнению (22) для устойчивости по углу θ движения гиростата в режиме РП необходимо, чтобы выполнялось условие n2>0 . Это ограничение совпадает с достаточным условием устойчивости (21).

5.2. Устойчивость по переменным θ, 
[image: image79.wmf]y
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Поступая аналогично предыдущему и полагая в возмущённом движении 
[image: image80.wmf]y

&

=Ω+p, θ=θ0+q где p, q – малые возмущения, в результате линеаризации получаем
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где
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Система уравнений (23) получена при начальном условии w(0)=0.

Условие устойчивости по данным переменным в силу системы уравнений (23) будет Q0>0. Сравнивая это ограничение с приведённым выше условием n2>0, порождающем соотношение (21), заключаем, что последнее условие является усилением соотношения Q0>0; условие n2>0 суживает область значений параметра n2.

5.3. Условие неустойчивости

Очевидно, что неустойчивость РП гиростата по углу θ определяется ограничением n2<0. В этом случае на фазовой плоскости (q,
[image: image85.wmf]q

&

), соответствующей уравнению (22), все траектории являются неустойчивыми, за исключением двух асимптот – сонаправленных полупрямых, проходящих через седловую точку (0,0). Эти асимптоты соответствуют особому режиму движения, который здесь не рассматривается.

Согласно второму равенству (18) области неустойчивости прецессии определяются следующими условиями (табл. 4):
1. При Ω>0 имеем либо Ω<Ω* (A>A3, B>B3), либо Ω>Ω* (A<A3).

2. Если Ω<0, то либо Ω>Ω* (A>A3, B<B3), либо Ω<Ω* (A<A3).

Таблица 4

	
	Ω>0
	Ω<0

	A>A3
	Ω<Ω*, B>B3
	Ω>Ω*, B<B3

	A<A3
	Ω>Ω*
	Ω<Ω*


Из взаимного сравнения данных, помещенных в табл. 3, 4, следует, что области устойчивости и неустойчивости РП по углу θ, находящиеся на оси значений Ω, разделяются между собой критическими точками Ω=Ω*.

Аналогично предыдущему неустойчивость РП гиростата по переменным θ, 
[image: image86.wmf]y

&

 определяется, согласно системе уравнений (23), условием Q0<0. Из сравнения этого условия с ограничением n2<0 следует, что первое из них является усилением последнего соотношения; условие Q0<0 суживает область значений параметра n2.

6. Устойчивость вырожденной регулярной прецессии

Невырожденный режим РП гиростата в КСП имеет место при 0<θ<π. При значениях θ1=0, θ2=π РП вырождается в перманентное вращение с параметрами
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В силу этого при данных значениях происходит дерегуляризация РП как стационарного состояния. Это приводит к вырождению циклических координат, существующих в ДС при РП, и связанному с ним вырождению соотношения для кинетической энергии гиростата. Данное вырождение обусловлено совпадением ψ- и φ- осей, соответствующих этим координатам. В результате движение (24) по отношению к РП является вырожденным. Отметим, что определяющие условия (4), (5) для существования РП гиростата в КСП получены только для невырожденного случая, при 
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Для получения достаточного условия устойчивости движения (24) положим G≠0 и составим линейную связку интегралов (12)
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где λ1, λ2 – неопределенные множители Лагранжа. В силу соотношений (24), (25) и условия стационарности функции V по s имеем
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Принимая движение (24) за невозмущенное, в возмущенном движении положим
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и представим функцию V (25) в вариациях 
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 (j=1,2,3) с учетом равенства (26) в виде
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Здесь обозначено:
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где pi, qj – малые величины одного порядка малости.

Положительная определенность квадратичной формы (27) имеет место при условиях
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Второе условие (28), которое в силу первого ограничения этой системы представляется в форме
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удовлетворяется для любого значения λ1 из интервала r1<λ1<r2, где r1<0, r2>0,
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‑ действительные корни уравнения Z(λ1)=0 согласно (29). В частности, значение λ1=0 принадлежит данному интервалу; при этом значении λ1 каждое из неравенств (28), (29) принимает вид
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Ограничение (30) выражает достаточное условие устойчивости состояния гиростата (24), являющегося вырожденной РП. Отсюда в положении θ1=0 устойчивость данного состояния обеспечивается условием
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где Mg – вес гиростата; r3 – координата его центра масс, расположенного на оси электро-кинетической симметрии; m – характерная постоянная внешнего магнитного поля; I3 – компонента постоянного собственного магнитного момента магнитного демпфера, направленная по оси симметрии.

Устойчивость состояния (24) в положении θ1=π определяется, согласно равенству (31), условием X<0.

7. Регулярная прецессия гиростата при структурных 
условиях Гриоли

Рассматривается вопрос о регулярном прецессировании в КСП гиростата, подчиненного структурным условиям обобщенного ГА Гриоли [4]. Это прецессирование происходит вокруг некоторой невертикальной оси (регулярная прецессия по Гриоли). Аналогичная задача для гиростата, движущегося в однородном поле силы тяжести, приведена в работе [5].

7.1. Прецессия в структурно несимметричном случае
Рассмотрим движение гиростата, характеризуемое ДС (1), при котором выполняются структурные электрокинетические условия
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Соотношения (32) определяют обобщенный ГА случая Гриоли. Для этого случая найдены [4]: дополнительный первый линейный интеграл ДС (1)
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частное ω – решение этой системы
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полученное при начальных условиях ωj(0)=νwj (j=1,2,3; w2=1), а также соотношение связи, при котором в структурно невырожденном случае реализуется данное движение
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Аналогичное соотношение имеет место и для РП гиростата в однородном поле силы тяжести [5].

Для параметров, содержащихся в равенствах (33)–(35), имеем [4]
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Согласно интегралу (33) ν=ω – угловая скорость собственного вращения гиростата, а n – линейная скорость его центра масс в регулярном движении вокруг оси прецессии.

Как установлено [4], при наличии соотношений связи (35) система уравнений
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эквивалентна подсистеме соответствующих уравнений ДС (1). Полагая l=k/c, (A1-A3)c1c3≠0, присоединим к линейной ДС (37) уравнение, содержащееся в ДС (1)
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При РП, в силу соотношений (34), (36), должно выполняться условие
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Здесь, согласно условиям (32),
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В силу уравнений ДС (37), (38) для выражения (39) имеем
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где обозначено
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Согласно соотношению (40), если ω2
[image: image139.wmf]º
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0, то равенство U≡const имеет место лишь при W≡0. Из этого условия и интеграла энергии для ДС (1) при ограничениях (32) следует система уравнений относительно величин s1, s3
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где
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Система уравнений (41) однозначно разрешима при условии
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в силу чего
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Здесь, с учетом первого условия (36), имеем
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где A1≠A3, γ=(r+3)/2, 2h1=(A1+A3)ν2.
К равенствам (42), (43) следует присоединить одно из соотношений связи (35). Эти выражения в силу равенств (34) полностью определяют зависимости вида sj(t) (j=1,2,3).
Рассмотрим вопрос об ориентации оси прецессии гиростата. Задавая эту ось ортом 
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, в режиме РП имеем инвариант
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и уравнения Пуассона
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с тривиальным интегралом
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Здесь зависимости ωj(t) определяются соотношениями (34).
Дифференцируя равенство (44), представленное в силу выражений (34), получаем
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Для того чтобы соотношение (44) в силу зависимостей (34) являлось первым интегралом ДС (45), необходимо, чтобы решение этой системы удовлетворяло также и условию (47).
Из соотношений (44), (47) следует система относительно компонент e1, e3
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из которой при 2νt≠(2n-1)π  (n=1,2,…) имеем
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Здесь γ=(r+1)/2. Исключая величину e2 из системы (48) в силу интеграла (46) и полагая n0=ν согласно уравнениям ДС (45), в результате получаем
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Набор зависимостей (49) определяет e – решение ДС (45), существующее в силу соотношений (34). Таким образом, ос-новные характеристики РП гиростата в КСП найдены и опре-деляются равенствами (34), (35), (43) и (49); при этом ν=n0.
Пусть 
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 – угол между осью собственного вращения гиростата и осью прецессии. Тогда, согласно соотношениям (49), имеем
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Следовательно, при регулярном прецессировании гиростата в КСП его оси собственного вращения и прецессии в любой момент времени взаимно ортогональны.
7.2. Прецессия в случае осевой электрокинетической

симметрии

Принимая условия осевой симметрии (4), где A≠A3, B=0, представим соотношения (34), (49) в виде
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причем для выражений (41) имеем
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Тогда из равенств (43) следует
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Поскольку данный случай является структурно вырожденным по отношению к ГА случая Гриоли, то для нахождения зависимости вида s2(t) воспользуемся не соотношениями связи (35), а тривиальным интегралом (12), откуда имеем 
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, причем из последнего равенства этой системы следует определяющее уравнение для параметра ν
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Согласно уравнению (52), величина ν всегда двузначна со значениями противоположных знаков
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что соответствует двум режимам движения: прецессиям "прямого" и "обратного" направления. В частности, при k=0 (случай абсолютно твердого тела) из равенства (53) следует
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Таким образом, РП гиростата, определяемая соотношениями (50), (51), 
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, совершается в КСП только вокруг вертикальной оси.
Заключение
Регулярная прецессия, как состояние механического объекта, может возникать вследствие дестабилизации его перманентного вращения. Кроме того, регулярные прецессии в ряде случаев могут моделировать переходные движения, возникающие при переходе от возмущенного вращения объекта к его относительному равновесию с заданной ориентацией.
В настоящей работе установлены принципиальная возможность и условия реализации РП в КСП как вокруг вертикали, так и относительно оси, не совпадающей с вертикалью.
Специфичны динамические свойства РП гиростата в случае ГА Гриоли. В частности, определяющие соотношения (34), (49), (50) по форме идентичны соответствующим выражениям аналогичной задачи о РП твердого тела [6] и гиростата [5] в однородном поле силы тяжести.
Характерная особенность РП гиростата в КСП для данного ГА состоит в том, что соотношения (34), (49), (50) явно не зависят от компонент k1, k3 гиростатического момента. При этом соотношение связи (36) между параметрами ν, k налагает ограничение на выбор значений параметра k, тогда как величина ν, в силу интеграла (33), определяется заданием начальных значений компонент ω1, ω3. Этот определенный выбор значений параметра k является одним из необходимых условий существования РП гиростата в КСП для данного динамически возможного случая.
Вырожденному состоянию ДС (1) вида (24) соответствует множество перманентных вращений вокруг главной оси инерции гиростата. Максимальным порождающим интегралом для этого множества является полная линейная связка первых интегралов (12), (13)
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где λj – неопределенные множители Лагранжа (λ1=1). Эту интегральную связку можно рассматривать как некоторое линейное пространство первых интегралов над собственно евклидовом пространством параметров, выбирая данные интегралы за базисные.
Каждое из состояний множества (24) порождает два вырожденных расслоения инвариантных многообразий, являющихся однопараметрическими расслоениями с параметром ω. При реализации вырожденных состояний (24) в случаях вращения гиростата вокруг главных осей инерции с наименьшим и наибольшим моментами инерции имеют место отслоения устойчивых вырожденных инвариантных многообразий, как и в аналогичных случаях для твердого тела в однородном поле силы тяжести [7, 8].
В п.3 было упомянуто о неоднозначности формы представления соотношений (18), (21), определяющих достаточное условие устойчивости РП в невырожденном случае. Вместе с тем, форма представления достаточного условия устойчивости вырожденного состояния (24), определяемая условием (30), также не является единственной.
Действительно, выбирая значения s1=-1, λ1=-G/(2A) в силу ограничений (28), (29) вместо условия (30), получаем
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В частности, вне поля сил Лоренца (при m=n3=0) из неравенства (54) следует условие устойчивости состояния (24) гиростата, находящегося в однородном поле силы тяжести [9], а при дополнительном ограничении k3=0 – известное условие Н.В. Майевского [10]. Поэтому соотношение (30) в некотором смысле можно считать усиленной (и наипростейшей) формой представления достаточного условия устойчивости данного состояния.
Отметим, что условие (30) по форме (с точностью до физического истолкования постоянного множителя) идентично соответствующим условиям устойчивости вырожденного стационарного состояния гиростата, реализуемого в поле сил светового давления (СД-поле) [11–13]. Это же относится и к условию устойчивости в форме (54), для которого m=n3=0 [13].
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